Лекция 10

Прямая в пространстве

1. Уравнения прямой в пространстве

Линией в пространстве называется множество точек, находящихся одновременно на двух поверхностях, и определяется системой уравнений:
[image: ]
Система двух уравнений плоскости в пространстве, у которых нормальные вектора [image: ]  [image: ] неколлинеарные, называется общим уравнением прямой в пространстве (рис. 1):
[image: ]
Рис. 1
                               [image: ][image: ]                         (1)
Вектор, параллельный прямой в пространстве, или принадлежащий самой прямой, называется направляющим вектором прямой:
[image: ]




Пусть точки  [image: ] и   II Тогда вектор  [image: ] и II  следовательно, координаты векторов пропорциональны (рис. 2):
[image: ]                                     (2)

[image: ]
Рис. 2

Уравнение (2) называется каноническими уравнениями прямой в пространстве.
Общее уравнение прямой (1) можно перевести в каноническое уравнение (2). Пусть две плоскости пересекаются по прямой [image: ]Нормальные вектора плоскостей перпендикулярны плоскостям и прямой, следовательно прямая перпендикулярна нормальным векторам одновременно: [image: ]. 
Выберем любой вектор  [image: ](рис. 18). 
Тогда вектор  [image: ] является векторным произведением векторов  [image: ]
[image: ].
Точку, принадлежащую прямой, можно найти, задав одну из координат произвольно. После подстановки этой координаты в систему уравнений (1) получим систему двух уравнений с двумя неизвестными.
         Пример. Записать общее уравнение прямой  [image: ]
в канонической форме.  
Решение. 
1. Найдем нормальные вектора плоскостей
[image: ][image: ]
2. Найдем направляющий вектор прямой 
[image: ]
3. Пусть   [image: ] Тогда [image: ] найдем из системы:
[image: ]
Ответ: каноническое уравнение прямой:  [image: ] 
  Если    уравнение   (2)   приравнять   к   некоторому    параметру  

 то получим параметрическое уравнение прямой:
 [image: ]                                          (3)


Если заданы две точки прямой   ,     то уравнение прямой, проходящее через две точки, можно записать так:
[image: ]                              (4)

2.  Взаимное расположение прямых в пространстве

Пусть заданы две прямые в канонической форме [image: ]:
[image: ]          [image: ]
Для каждой из них запишем направляющий вектор
 [image: ]  [image: ] 
Возможны следующие взаимные расположения прямых:


  1) прямые пересекаются под углом    Угол   между прямыми можно выразить как косинус угла между векторами [image: ]
[image: ]             (5)

         2) прямые перпендикулярные    (рис. 20):
[image: ]
Рис. 2

 [image: ]                                (6)  

3)  прямые параллельные  (рис. 3):

[image: ]
Рис. 3



                                        (7)  

3.  Расстояние от точки до прямой в пространстве
Пусть задана прямая [image: ]и точка [image: ]  ей не принадлежащая (рис. 4). 
[image: ]
Рис. 4

На прямой выберем произвольную точку  [image: ] Рас-смотрим векторы  [image: ]  и   [image: ] Построим на этих векторах параллелограмм. Тогда высота параллелограмма будет определять расстояние от точки до прямой:
[image: ]                                         (8)  
Пример. Найти расстояние от точки [image: ]  до прямой:
[image: ]
Решение. Найдем направляющий вектор прямой:  [image: ]

Найдем длину вектора: 
За точку, принадлежащую прямой, примем точку  [image: ]Составим вектор   [image: ]
Найдем векторное произведение векторов  [image: ]
[image: ]
Найдем площадь параллелограмма как модуль векторного произведения:
[image: ]
По формуле (8) найдем расстояние от точки до прямой:  



Ответ: 
Ссылка: https://vk.com/video-216917038_456240554  (начало лекции по прямой в пространстве)
https://vk.com/video-216917038_456240651

[bookmark: _GoBack]
image7.wmf
{

}

,,.

almn

=

r


image8.wmf
(

)

0000

;;,(,,)

MxyzLMxyzL

ÎÎ


image9.wmf
a

r


oleObject1.bin

image10.wmf
.

L


oleObject2.bin

image11.wmf
{

}

0000

,,

MMxxyyzz

=---

uuuuuur


image12.wmf
a

r


oleObject3.bin

image13.wmf
M

M

r

0


oleObject4.bin

image14.wmf
000

.

xxyyzz

lmn

---

==


image15.png




image16.wmf
.

L


image17.wmf
12

,.

NLNL

^^

rr


image18.wmf
12

,,

aLaNaN

Î^^

rr

rrr


image19.wmf
a

r


image20.wmf
12

,:

NN

rr


image21.wmf
{

}

12111

222

,,

ijk

aNNABClmn

ABC

=´==

rr

r


image22.wmf
324110;

2310

xyz

xyz

++-=

ì

í

+--=

î


image23.wmf
{

}

1

3,2,4,

N

=

r


image24.wmf
{

}

2

2,1,3.

N

=-

r


image25.wmf
{

}

12

32410,17,1.

213

ijk

aNN

=´==--

-

rr

r


image26.wmf
00

0,.

zzL

=Î


image27.wmf
00

,

xy


image28.wmf
00

00

00

32110;

9,19.

210;

xy

xy

xy

+-=

ì

==

í

+-=

î


image29.wmf
919

.

10171

xyz

--

==

--


image30.wmf
),

;

(

¥

+

-¥

Î

t


oleObject5.bin

image31.wmf
0

0

0

;

;

.

xltx

ymty

zntz

=+

ì

ï

=+

í

ï

=+

î


image1.wmf
1

2

(,,)0;

(,,)0.

Fxyz

Fxyz

=

ì

í

=

î


image32.wmf
),

,

,

(

1

1

1

1

z

y

x

M


oleObject6.bin

image33.wmf
)

,

,

(

2

2

2

2

z

y

x

M


oleObject7.bin

image34.wmf
111

212121

.

xxyyzz

xxyyzz

---

==

---


image35.wmf
12

,

LL


image36.wmf
111

111

,

xxyyzz

lmn

---

==


image37.wmf
222

222

.

xxyyzz

lmn

---

==


image38.wmf
{

}

1111

,,,

almn

=

r


image39.wmf
{

}

2222

,,.

almn

=

r


image2.wmf
{

}

1111

,,,

NABC

=

r


image40.wmf
.

j


oleObject8.bin

image41.wmf
.

j


oleObject9.bin

image42.wmf
12

,:

aa

rr


image43.wmf
12121212

222222

12

111222

cos;

aallmmnn

aa

lmnlmn

j

×++

==

×

++++

rr

rr


image44.wmf
2

p

=

j


oleObject10.bin

image45.png




image46.wmf
12121212

;0;

aallmmnn

^++=

rr


image3.wmf
{

}

2222

,,

NABC

=

r


image47.wmf
0

=

j


oleObject11.bin

image48.png
]




image49.wmf
;

2

1

a

a

r

r

^


oleObject12.bin

image50.wmf
.

2

1

2

1

2

1

n

n

m

m

l

l

=

=


oleObject13.bin

image51.wmf
000

xxyyzz

lmn

---

==


image52.wmf
111

(,,),

Mxyz


image53.png




image4.png




image54.wmf
111

(,,).

Mxyz


image55.wmf
{

}

,,

almn

=

r


image56.wmf
{

}

0010101

,,.

MMxxyyzz

=---

uuuuur


image57.wmf
0

.

aMM

S

d

aa

´

==

r

rr


image58.wmf
(3;1;1)

M

-


image59.wmf
217

.

314

xyz

-+-

==

-


image60.wmf
{

}

3;1;4.

a

=-

r


image61.wmf
.

26

4

)

1

(

3

2

2

2

=

+

-

+

=

a

r


oleObject14.bin

image62.wmf
(

)

2;1;7.

M

-


image5.wmf
1111

2222

0;

0;

AxByCzD

AxByCzD

+++=

ì

í

+++=

î


image63.wmf
{

}

{

}

0

23;11;711;0;6.

MM

=--+-=-

uuuuur


image64.wmf
0

,:

aMM

ruuuuur


image65.wmf
{

}

0

3146226;22;1.

106

ijk

aMMijk

´=-=---=---

-

ruuuuur


image66.wmf
22

6221521.

S

=++=


image67.wmf
.

26

521

26

521

=

=

d


oleObject15.bin

image68.wmf
.

26

521

=

d


oleObject16.bin

image6.wmf
111

222

.

ABC

ABC

¹¹


