 ДВОЙНОЙ ИНТЕГРАЛ

1. Определение двойного интеграла



Цилиндрическим телом называется тело, ограниченное замкнутой областью D плоскости OXY, поверхностью , где функция  непрерывна и неотрицательная в области D, и цилиндрической поверхностью с образующей, параллельной оси OZ, и направляющей – границей области D. Область D  – основание цилиндрического тела. Объем цилиндрического тела можно представить как сумму объемов цилиндрических тел.





Разобьем область D на n произвольных областей , тогда объем  цилиндрического тела можно представить в виде  элементарных цилиндров , где основание каждого элементарного цилиндра  будет  и высотой 


Назовем диаметром  d замкнутой ограниченной области наибольшее расстояние между точками ее границы. Тогда при  увеличении числа разбиений  n   диаметр   d0   


Эта сумма называется интегральной суммой для функции в области D.

Двойным интегралом от функции  по области D называется предел интегральной суммы при стремлении к нулю наибольшего диаметра частичных областей, при этом пишут

Геометрический смысл двойного интеграла – объем цилиндрического
 тела


2. Свойства двойных интегралов

   1. 

   2. 

   3.  , где 
   4. Если любые x, yϵ D  g(x, y) ≤ f(x, y), то .

   5. Если  для  любых x, yϵ D, то 
   6. . (Формула среднего значения).

3. Вычисление двойного интеграла



Пусть область D заключена внутри прямоугольника , ,

стороны которого касаются границы области в точках .
[image: ]
Рис. 1

Пусть f(x, y) задана на области D. Входить в эту область можно вдоль разных осей координат. При входе в область D вдоль оси OY двойной интеграл представляется в виде повторного интеграла с внешним интегрирование по переменной  x и внутренним по переменной  y:

При входе в область D вдоль оси OX двойной интеграл представляется в виде повторного интеграла с внешним интегрирование по переменной  y и внутренним по переменной  x:

Замечание. Пределы интегрирования внешнего интеграла в повтор-ном интеграле всегда являются  числами.




   Пример. Вычислить двойной интеграл , если область D ограничена прямыми , , , .
   Решение. Изобразим заданную область на рис. 2.
[image: ]
Рис. 2


Пример. Изменить порядок интегрирования в интеграле 


Решение. Область интегрирования ограничена прямой  и пара-

болой (рис. 3). Будем входить в область вдоль оси OX.
[image: ]
Рис. 3

,  ,   
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