
Лекция 4

Решение систем линейных уравнений
Методы решения систем линейных уравнений

     Метод Гаусса.
     Метод Гаусса иначе называется методом исключения переменных.  Метод основан на  преобразовании уравнений с использованием преобразований,  называемых гауссовыми.
     К преобразования Гаусса относятся следующие действия:
а) можно менять уравнения системы местами;
б) умножать уравнение на любое число, не равное нулю;
в) к любому уравнению, умноженному на число, не равное нулю, можно прибавлять другое уравнение, умноженное на любое число, не равное нулю.
      Суть метода Гаусса:
1) в системе выбираем уравнение, в котором имеется неизвестное с ненулевым коэффициентом (лучше выбирать коэффициент 1). Это уравнение объявляем ведущим, а неизвестное, подлежащее исключению, называем главным.
2) ведущее уравнение ставим на первое место и с помощью преобразований Гаусса исключаем главное неизвестное из остальных уравнений;
3)  данную процедуру применяем к следующим уравнениям.
     Пример. Найти решение системы уравнений методом Гаусса


     Решение: запишем систему в виде расширенной матрицы коэффициентов при неизвестных и свободных членов; используя преобразования Гаусса, приведем матрицу к треугольному виду:



==
    Теперь вычислим неизвестные: 




            

     Ответ: 

      В результате исключения неизвестных последнее уравнение может иметь вид:

1) , то система имеет единственное решение;

2) , то система не имеет решения;

3) , то система имеет множество решений.
       Пример. Найти все базисные решения системы уравнений 


       Решение: система имеет три уравнения и четыре неизвестных. Выполним преобразования матрицы коэффициентов:





     Ранг матрицы коэффициентов . Следовательно, 


одну  строку можно отбросить. Получим систему  


Найдем число базисных решений: .

1) 



Пусть базисными будут  и  ,  


      

Тогда первое базисное решение будет иметь вид .




   2) Пусть базисными будут  и  , 


      

 Тогда второе базисное решение будет иметь вид .





   3) Пусть базисными будут и   


     

Тогда третье базисное решение будет иметь вид .




   4) Пусть базисными будут  и  , 


       

Тогда четвертое базисное решение будет иметь вид .




   5) Пусть базисными будут и  , 


        

Тогда пятое базисное решение будет иметь вид .




   6) Пусть базисными будут  и  , 


       

Тогда шестое базисное решение будет иметь вид







    Ответ: получили шесть базисных решений: 

Решение систем однородных линейных уравнений

      Система из m линейных уравнений с n неизвестными при нулевых свободных членах называется однородной





     Система всегда совместна, она имеет нулевое тривиальное решение  
     Система  имеет нетривиальное решение, если
1) 

2) 


     Эти условия аналогичны выполнению условия 


     Пусть  – решение системы уравнений. Запишем это решение в виде строки .

     Свойства решений:
1. 
если строка   - решение системы, то 


является решением этой системы, - некоторое число, неравное нулю;
2. 

если  и  решения системы ,  то при любых С1 и С2 их комбинация тоже является решением системы: 

.

     Выражение  называется линейной комбинацией решений системы.  



     Если , где  одновременно не равные нулю, то строки (решения)  называются линейно зависимыми.



     Если  только при , то решение  называются линейно независимыми.


     Система линейно независимых решений  называется фундаментальной,  если каждое решение системы  является линейной комбинацией решений  . 


     Если  то фундаментальная система решений  состоит из   решений.
     Общее решение системы  имеет вид: 

.


Такое решение называется  фундаментальной системой решений, где  - производные числа 
     Пример. Решить систему уравнений и найти фундаментальную систему решений



Решение: найдем ранг матрицы коэффициентов при неизвестных:




    Ранг . Следовательно, за базисный минор можно взять любой минор второго порядка.
1) Пусть базисный минор состоит из коэффициентов переменных 

.


 - основные переменные;  – неосновные переменные.   Рассмотрим систему  





     Для получения фундаментального решения  поочередно заменяем неосновные переменные  элементами строк единичной матрицы .




   1)    



   2)    


Ответ: фундаментальная система решений 


Ссылка: https://vk.com/video-216917038_456240263
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