[bookmark: _GoBack]ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ И ИНТЕГРИРОВАНИЕ ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

Лекция 1

ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИИ 
НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ

1. Определение функции нескольких переменных

Пусть дано некоторое множество D пар чисел (x, y). 


Функцией двух переменных называется соответствие, при котором каждой упорядоченной паре чисел  соответствует единственное число . 



При этом x и y называются независимыми переменными (или аргументами), z – зависимой переменной (или функцией), множество D  областью определения функции, а E – множеством значений функции.  Обозначения функции двух переменных: , ,  и т. д.






При нахождении частного значения  функции , которое она принимает при заданных численных значениях аргументов  и , пишут  или .


Например, если ,  то  .



Так как каждой паре чисел  соответствует единственная точка М(x, y) плоскости OXY и обратно, каждой точке М(х, y) соответствует единственная пара чисел , то функцию двух переменных можно рассматривать как функцию точки М(x, y). Поэтому вместо записи  пишут f(M). В этом случае областью определения функции является некоторое множество G точек плоскости OXY. 




Функцией трех переменных называют соответствие, при котором каждой тройке  соответствует единственное число .  При этом x, y и z называют независимыми переменными (или аргументами),  – зависимой переменной (или функцией), множество  – областью определения функции, а L – множеством значений функции.
Аналогично можно ввести понятие функции четырех, пять и вообще n переменных.
Пример. Найти область определения функции 

.



Решение. Областью определения этой функции является множество всех точек, для которых выражение  определено, т.е. множество точек, для которых , или , т. е. внутренность круга с центром в начале координат и радиусом, равным 1 (рис. 1).
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                                         Рис.1                                 Рис. 2


Пример. Найти область определения функции .



Решение. Областью определения этой функции является множество точек, удовлетворяющих условию , или , т. е. все точки плоскости OXY за исключением точек прямой  (рис. 2).
Пример. Найти область определения функции 

.


Решение. Функция будет принимать действительные значения при условии, что , или . То есть область определения функции является шар радиуса 2 с центром в начале координат. Точки граничной шаровой поверхности относятся к области определения функции.



Пусть функция  определена в некоторой области D на плоскости OXY. Тогда каждой точке  будет соответствовать точка  трехмерного пространства. 




Множество всех таких точек , , называется графиком функции . В общем случае графиком функции  является поверхность в пространстве.

Линией уровня называется множество точек на плоскости OXY, в которых функция принимает данное постоянное значение C. Эту линию можно также получить, пересекая график функции  плоскостью  z = C, параллельной плоскости  OXY, и проектируя линию пересечения ортогонально на плоскость OXY (рис. 3).
[image: ]
Рис. 3

Пример. Найти линии уровня функции .
Решение. Рассмотрим


  
т. е. линиями уровня является семейство парабол.


Для функции  – функции трех переменных рассматривают поверхности уровня – множество точек P(x, y, z) пространства, в которых функция  принимает данное постоянное значение.

2. Предел функции двух переменных. Непрерывность функций.



При рассмотрении предела функции одной переменной было введено понятие окрестности точки. Под окрестностью точки принимался интервал, содержащий эту точку. При введении понятия предела функции двух переменных  будем рассматривать окрестность точки на плоскости OXY. 

Окрестностью точки  называется внутренность круга с центром в этой точке. 



Если радиус круга равен δ, то говорят о δ-окрестности точки . Любая точка , принадлежащая δ -окрестности точки , находится от этой точки на расстоянии, меньшем δ. 




Число b называется пределом функции двух переменных  при , если для любого числа ε > 0 найдется такая δ-окрестность точки , что для любой точки P(x, y) этой окрестности (за исключением, быть может, точки ) имеет место неравенство


, или .


При этом пишут  или .

Пример. Вычислить .

Решение. Предел функции вычисляется при .





 



Следует обратить внимание на то, что функция  не определена в точке , но имеет предел при .

Функция двух переменных называется бесконечно малой при 


, если ее предел равен нулю, т.е. .


Функция нескольких переменных  называется непрерывной в точке P0, если .


Заметим, что функция , непрерывная в точке P0, должна быть определена в этой точке и некоторой ее окрестности (иначе нельзя было бы осуществить переход к пределу). Точка  P0, в которой функция нескольких переменных  непрерывна, называется точкой непрерывности функции.







Теорема 1. Если функции   и  непрерывны в точке P0, то в этой точке непрерывны и их сумма , разность  и произведение ; если, кроме того, , то частное  также есть непрерывная функция в точке P0.
Если условие непрерывности нарушено (или функция не определена, или не существует предел, или не выполняется равенство), точка называется точкой разрыва. Точки разрыва могут быть изолированными или образовывать линии разрыва.

Функция называется непрерывной в области, если она непрерывна в каждой точке этой области.
Теорема 2. Если функция   непрерывна в ограниченной замкнутой области D, то она в этой области:

1) ограниченная, т. е. существует такое число N, что для всех точек (x, y) ϵ D выполняется неравенство  [image: ]

2) имеет наименьшее m и наибольшее M значения: 
3) для любой точки (x, y) ϵ D  m ≤ f(x, y) ≤ M (принимает хотя бы в одной точке области любое численное значение, заключенное между m и M).

3. Дифференцируемость нескольких переменных. 
Частные производные






Рассмотрим функцию двух переменных  и ее геометрический образ (рис. 4). Рассмотрим точку P(x, y) и значение функции    в этой точке . Зафиксируем значение одного из ее аргументов, например y, а переменной x зададим приращение . Получим точку .  Тогда функция , очевидно, получит приращение

.
Если существует 

,


то он называется частной производной функции  по переменной x в точке  и обозначается одним из символов

.

[image: ]
Рис. 4




Разность  называется частным приращением по x функции  в точке .  Учитывая обозначения, можно записать 

.

Теперь зафиксируем значение переменной x, а для y зададим приращение. Получим точку  и приращение функции


Если существует

,


то он называется частной производной функции  по переменной y в точке  и обозначается одним из символов

.
   Имеем

,






где  – частное приращение по переменной y функции  в точке .  А теперь рассмотрим приращение обоих аргументов x и y:  и . Получим точку .



Тогда  – называют полным приращением функции  в точке .
Частные производные вычисляются по правилам и формулам, спра-ведливым для функции одной переменной, при условии, что в момент дифференцирования по одной из переменных вторая переменная рас-сматривается как постоянная величина.
Пример. Найти частные производные функции

.
Решение.

,

.

Пример. Найти частные производные функции .
Решение.

,

.
Пример. Найти частные производные функции z = arctg(xy).
Решение.

,

.

Ссылка на видео лекцию:

https://vk.com/video/@public216917038?z=video-216917038_456240079%2Fpl_-216917038_-2
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